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Рассмотрим вещественную динамическую систему вида
x˙ = λx− y − P (x, y), y˙ = x+ λy +Q(x, y), (1)
где λ — некоторая постоянная (которая может быть и равной нулю), а P,Q : G → R —
голоморфные в окрестности G = {(x, y) | |x| < r, |y| < r}, r ∈ R+, начала координат
O(0, 0) фазовой плоскости функции, которые не содержат в своих разложениях в степенные
ряды по переменным x и y свободных и линейных членов.
Точка O(0, 0) является для системы (1) особой точкой. При λ 6= 0 – это грубый фокус,
а при λ = 0 – или центр, или негрубый фокус.
Определение 1 [1]. Центр или фокус O(0, 0) системы (1) называется изохронным (изо-
хронным первого порядка), если все изображающие точки, лежащие на некотором луче OA,
начиная двигаться в момент времени t = t0 по траекториям центра или фокуса, совершают
каждый полный оборот за одно и то же время T = 2pi.
Пусть ϕ0 + 2piq/n, q = 0, n− 1, — полярные углы n > 2 лучей lν , ν = 1, n, с началом
в точке O(0, 0).
Определение 2 [2]. Центр или фокус O(0, 0) системы (1) называется сильно изохрон-
ным порядка n, если все изображающие точки, лежащие на n лучах lν , ν = 1, n, начиная
двигаться в момент времени t = t0 по траекториям центра или фокуса, переходят последо-
вательно с одного из указанных n лучей на другой за одно и то же время T = 2pi/n.
Обычно систему (1), имеющую изохронный, сильно изохронный порядка n центр или
фокус в особой точке O(0, 0), называют соответственно изохронной и сильно изохронной
порядка n в особой точке O(0, 0).
При этом если центр или фокус системы (1) оказывается сильно изохронным порядка n
при любом начальном положении луча OA, то говорят, что для системы (1) имеет место
общая сильная изохронность порядка n.
Если же центр или фокус системы (1) являетя сильно изохронным порядка n лишь
только при некотором начальном положении луча OA, то говорят, что для системы (1)
имеет место частная сильная изохронность порядка n.
Замечание. Для изохронной первого порядка системы (1) в случае центра O(0, 0) всегда
имеет место общая изохронность.
Ниже рассматривается подкласс вещественной динамической системы (1) — системы вида
x˙ = −y − P (x, y), y˙ = x+Q(x, y), (2)
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где P и Q являются однородными относительно x и y полиномами одной и той же про-
извольной степени p, удовлетворяющими условиям Коши — Римана
∂P (x, y)
∂y
=
∂Q(x, y)
∂x
,
∂P (x, y)
∂x
= −∂Q(x, y)
∂y
. (3)
Система (2) при условиях (3) записывается [3] в виде
x˙ = −y +
[ p
2
]∑
k=0
(−1)k(aC2kp xp−2ky2k − bC2k+1p xp−2k−1y2k+1),
y˙ = x+
[ p
2
]∑
k=0
(−1)k(bC2kp xp−2ky2k + aC2k+1p xp−2k−1y2k+1), (4)
где [p2 ] — целая часть числа, C
r
p — число сочетаний из p по r (C0p = 1, Crp = 0, если
r > p), a и b — некоторые параметры такие, что a2 + b2 6= 0, и в полярных координатах
ρ, ϕ (x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ) имеет представление [3]
ρ˙ = (a cosmϕ− b sinmϕ)ρm+1,
ϕ˙ = 1 + (a sinmϕ+ b cosmϕ)ρm, m = p− 1.
Системы Коши — Римана вида (1) обладают рядом специфических свойств, одно из
которых состоит в том, что особая точка O(0, 0) таких систем при λ = 0 — это всегда
изохронный центр.
Введем множества:
Mm = {m1,m2, . . . ,mk,m} – множество отличных от единицы делителей числа m,
M2m = {m1,m2, . . . ,mj , 2m} – множество отличных от единицы делителей числа 2m,
M =M2m\Mm.
Теорема 1. Для системы Коши — Римана (4) при a 6= 0 имеет место как общая по-
рядков mi ∈Mm, так и частная порядков mν ∈M сильная изохронность центра O(0, 0).
В случае частной сильной изохронности угол
ϕ0 =
pi
2m
− 1
m
(
arctg
b
a
− pik
)
,
где k ∈ Z и выбирается так, чтобы ϕ0 ∈ [0, 2pi).
Теорема 2. Для системы Коши — Римана (4) при a = 0 имеет место как общая по-
рядков mi ∈Mm, так и частная порядков mν ∈M сильная изохронность центра O(0, 0).
В случае частной сильной изохронности угол ϕ0 = 0.
Исследование было поддержано FP7–PEOPLE–2012–IRSES–316338.
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